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Resumo — A modelagem computacional de maquinas
elétricas de inducdo tem importancia significativa em
diversos estudos de desempenho das mesmas sob condicdes
transitorias, dinamicas e de regime permanente. Para tanto,
trabalhos disponiveis na literatura técnica especializada
apresentam diversos modelos de maquinas elétricas, os quais
sdo obtidos a partir de simplificacbes matematicas julgadas
adequadas e admissiveis para determinadas condicGes de
analise. Ressalta-se, no entanto, que algumas das
simplificagbes comumente feitas podem resultar na
representacdo incorreta de uma maquina real quando
submetida as condi¢es ndo ideais impostas por um sistema
elétrico. Neste contexto, o presente artigo apresenta uma
modelagem matemética da maquina de inducdo trifasica de
rotor bobinado desenvolvido no dominio do tempo. Ao longo
do texto, descreve-se em detalhes o desenvolvimento das
equacgdes matematicas relacionadas com os principios de
funcionamento da maquina, bem como as consideracdes feitas
para validacdo do modelo. No que se refere & implementacao
computacional do modelo matematico, optou-se pela
utilizacéo do software ATP.

Palavras-chave - Maquina de indugdo, modelagem
matematica, modelagem computacional, dominio do tempo.

MATHEMATICS AND COMPUTATIONAL
MODELING IMPLEMENTATION OF AN
THREE-PHASE WOUND ROTOR INDUCTION
MACHINE IN TIME DOMAIN

Abstract — Computer modeling electrical induction
machines have significant importance in many studies of the
performance under transient, dynamic and steady conditions.
Therefore, jobs available in the specialized technical
literature present many electrical machines, which are
obtained from mathematical simplifications tried adequate
and acceptable for certain analytical conditions. It is
noteworthy, however, that some of the simplifications
commonly made can result in incorrect representation of a
real machine when subjected to non-ideal conditions imposed
by an electrical system. In this context, this paper presents a
mathematical model of three-phase wound rotor induction
machine developed in the time domain. Throughout the text,
describes in detail the development of mathematical

equations related to the machine’s operating principles and
considerations made for model validation. With regard to
computer implementation of the mathematical model, we
opted for the use of ATP software.

Index Terms — Induction machine, mathematical modeling,
computational modeling, time domain.

NOMENCLATURA

v tensdo instantanea (V);

| corrente elétrica instantanea (A);

R resisténcia elétrica (Q);

t unidade de tempo (s);

A concatenamento de fluxo (Wb);

I, L indutancia instantanea/méxima do enrolamento (H);
o angulo entre campos magnéticos do estator e rotor;
C

conjugado eletromagnético (N.m);

np namero de polos da maquina;

P poténcia nominal no eixo do motor de indugéo (W);
Vv, tensdo nominal de linha do estator (V);

I, corrente elétrica nominal do estator (A);

I . corrente elétrica de partida (A);

FP,  fator de poténcia nominal do motor de inducéo;

n, rendimento nominal do motor de indugéo;

n, velocidade nominal do eixo mecénico (rpm);

I. INTRODUCAO

A modelagem computacional de maquinas elétricas se faz
necessaria no estudo e na investigagao dos efeitos que os diversos
fendmenos associados a rede elétrica podem causar nas mesmas.
E importante que o modelo de maquina elétrica responda
corretamente quando submetido a tensdes harmdnicas (e/ou inter-
harménicas), variagGes de tensdo de curta duracdo, desequilibrios
de tensdo, dentre outros. Ainda, a representacdo adequada das
maquinas de inducdo como tais, e ndo como modelos de
impedancia, de corrente ou de poténcia constantes, ¢ também



importante no estudo dos efeitos que estas podem causar na rede
elétrica.

Pode-se encontrar na literatura técnica especializada uma
grande quantidade de modelos de maquinas elétricas de inducéo
[1]. Alguns modelos sédo baseados em suposicdes que simplificam
as equacdes matematicas, o que facilita a implementacdo
computacional e d& velocidade de processamento dos resultados.

No entanto, no presente trabalho, optou-se por apresentar a
modelagem da maquina elétrica de indugo no dominio do tempo.
Acredita-se que este tipo de modelo possa ser indispensavel em
alguns estudos de comportamento das maquinas elétricas, uma
vez que as mesmas podem ser submetidas a condi¢des néo ideias
de funcionamento [1-5].

Para a completa representacdo do comportamento dindmico
das grandezas internas da maquina deve-se atentar para 0S
seguintes pontos:

. Equacionamento para concatenamento de fluxo nos
enrolamentos da maquina;

. Equacionamento para o conjugado eletromagnético
resultante;

. Equacionamento para as correntes nos enrolamentos do

estator e do rotor.

Tais pontos sdo discutidos nas proximas segBes e,
posteriormente, apresenta-se a implementacdo computacional do
modelo proposto. Com a finalidade de simplificar as analises,
parte-se dos seguintes pressupostos:

. O estator e o rotor sdo cilindros concéntricos e as
aberturas de ranhuras sdo desprezadas. Logo, os efeitos
de saliéncias na relutancia de entreferro normalmente
existentes no interior da maquina nao séo considerados;

. Considera-se  uma  perfeita  distribuicdo  dos
enrolamentos (desconsidera-se as harmonicas espaciais
produzidas por enrolamentos concentrados);

. Para se determinar o comportamento do conjugado
eletromecénico da maquina elétrica, trabalha-se com
pardmetros constantes. Assim, considera-se que a
opera¢do da maquina se da na regido linear da curva de
magnetizacéo.

Il. EQUACIONAMENTO PARA CONCATENAMENTO DE
FLUXO NOS ENROLAMENTOS

A tensdo instantanea (v) nos terminais de um enrolamento
qualquer do estator de uma maquina elétrica de inducéo pode ser
representada pela equagdo (1). A primeira parcela da equacao
representa a queda de tensdo na resisténcia do enrolamento e a
segunda parcela diz respeito a tenséo devido as variacdes de fluxo
magnético, tanto do enrolamento em questdo quanto dos
enrolamentos acoplados com o primeiro.

v=Ri 4 Yol 6y
dt

Como apresentado pela equacdo (2), o concatenamento de
fluxo magnético total (Awta) possui duas parcelas distintas. A

primeira parcela é chamada de fluxo prdprio ou fluxo de dispersdo
(Aproprio), 0 qual é produzido pela corrente do enrolamento e néo
contribui para a formacdo do campo girante. A segunda parcela
corresponde aos fluxos magnéticos produzidos por correntes que
percorrem outros enrolamentos acoplados com o primeiro (Amgtuo)-

ﬂ‘total = ﬂ’préprio + ﬂ“mlituo (2)

A componente do concatenamento de fluxo matuo pode ser
decomposta em varias outras. Para a fase A do estator:

/1A(tota|) = /IAA + /?*AB + j“Ac + /IAa + /1Ab + /1Ac

:IAAIA+IABIB +IACIC +|Aa|a+|Ab|b+|Aclc (3)
Para a fase A do rotor, escreve-se:

ﬂ“a(total) = ﬂ’aa + ﬂ“ab + ﬂ“ac + ﬂ’aA + ﬂaB + ﬂ’aC

= Iaala + Iablb + Iaclc + IaAIA + IaBIB + IaCIC (4)

Deste modo, é necesséario determinar como as indutancias
mUtuas entre os enrolamentos variam de acordo com a posicao do
eixo do rotor da maquina elétrica. A indutancia mitua entre um
enrolamento X e um enrolamento Y, sendo axy 0 angulo entre os
eixos dos enrolamentos, é dada por [2,6]:

Iy = Ly COS(atyy) ®)

O angulo entre os eixos de dois enrolamentos é determinado
levando em consideracdo a Fig. 1, na qual as setas representam os
eixos de cada fase, tanto do rotor quanto do estator. Os eixos das
fases do rotor tém velocidade weixo, €NqUanto que os eixos dos
estator sdo fixos para uma dada posicao de referéncia (eixo da fase
A).

B

Occ
C
Figura 1 - Determinag&o dos angulos entre os eixos dos enrolamentos

da maquina.



De acordo com a analise da Fig. 1, as indutancias mutuas
definidas pelas equacdes (3) e (4) sdo dadas pelas seguintes
expressoes:

I 4a = LaaCOS(0°) = Loy ©)
o 1
IAB = LAB cos(120°) = _E LAB (7
o 1
IAC = LAC cos(-120°) = _E LAC (8)
IAa = LAa COS(O{) (9)
4, = L, COS(120° + ) (10
I, =L, COS(—120°+ ) (11)
l,=L,cos(0°)=L,, (12)
1
|, = Ly, C0s(120°) = -5 L.y (13)
1
l,. = L, cos(—120°) = -5 L. (14)
I, = L,\C08(—) (15)
l.s = L,s C0S(120° - ) (16)
l.c =L,cCos(-120°—-¢) (17)

Assim, pode-se perceber que as indutancias matuas entre o0s
enrolamentos do estator sdo constantes e ndo variam em funcéo
de o como as indutincias mdtuas entre enrolamentos do estator e
rotor. A fim de simplificar as equacdes, é aceitavel considerar que
as indutancias mutuas maximas entre os enrolamentos sejam
iguais entre si. De fato, os enrolamentos de todas as fases do
estator sdo idénticos, assim como os enrolamentos das fases do
rotor. Ressalta-se, no entanto, que os enrolamentos do rotor e
estator podem ndo ter 0 mesmo ndmero de espiras. Sendo assim:;

LAA = LAB = LAC = LEE (18)
LAa = LAb = LAc = LaA = LaB = LaC = LER
L. = Lab =L LRR

aa ac

(19)

(20)

Substituindo os resultados obtidos nas equacdes (3) e (4), as
seguintes expressdes matematicas podem ser obtidas:

o1, 1. (21)
ﬂ’A(totaI) = LEE(IA _Els _Elcj"r

+ Leg[cos(a)i, +c0os(120° + a)i, +cos(—120°+ )i, ]

I
ﬂ’a(total) = LRR[Ia _Elb —Elcj—l— (22)

+ Lge[cos(@)i, +€0s(120° — )i, +c0s(—120° — )i ]

Finalmente, as equacdes (21) e (22), combinadas com a
equacdo (1), representam as equacdes dos terminais elétricos de
uma maquina de inducdo trifasica de rotor bobinado. As
expressdes para o concatenamento de fluxo das fases B e C, do
estator e do rotor, sdo obtidas de forma analoga.

I1l. EQUACIONAMENTO PARA O CONJUGADO
ELETROMAGNETICO RESULTANTE

O conjugado eletromagnético resultante no entreferro de uma
maquina de inducdo trifasica de rotor bobinado pode ser
decomposto em trés parcelas distintas [2]:

n
Coperr. = _% Ler(Cy+C, +C5) (23)
€, = (i, +igh, +ici;)sen(a) (24)
C, = (i, +igl, +1i.1,)sen(120°+ @) (25)
C, = (i, +igi, +ici, )sen(~120°+ ) 26)

Cada parcela é determinada de acordo com a posicdo dos
enrolamentos do estator em relacdo aos enrolamentos do rotor,
assim como verificado na Fig. 1.

Sendo assim, o0 comportamento do conjugado eletromagnético
em uma maquina trifasica, tomando-se como base na equagdo
(23), serd determinado pelas correntes presentes nos
enrolamentos do estator e rotor da maquina.

IV. EQUACIONAMENTO PARA AS CORRENTES NOS
ENROLAMENTOS

As correntes instantaneas nos enrolamentos da fase A do
estator e da fase A do rotor podem ser determinadas pelas
equacdes (27) e (28), respectivamente.



[VA _ dﬂﬁ;(;:otal) j

(27)
i =
A RA
V. — dﬂa(total)
L @ dt (28)
2 R

a

Sendo assim, as correntes nos enrolamentos da maquina sdo
determinadas pelas tensdes aplicadas nos terminais elétricos e
pela forca contra-eletromotriz estabelecida devido a influéncia
mUtua entre campos magnéticos no entreferro da maquina. As
expressoes as correntes das fases B e C, do estator e do rotor, sdo
obtidas de forma analoga.

V. IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL E VALIDACAO DO
MODELO

Uma vez apresentadas as equacBes matematicas que
representam o comportamento dindmico das grandezas internas
de uma méaquina de inducéo trifasica de rotor bobinado, torna-se
possivel a implementagdo das mesmas em ambiente
computacional. Com o objetivo de contribuir com estudos de
desempenho sob condicBes transitérias, dindmicas e de regime
permanente, a opcdo feita quanto a plataforma computacional
empregada recaiu sobre o software ATP, o qual se baseia em
modelagens no dominio do tempo.

Tomou-se a rotina MODELS como estratégia de modelagem.
O termo “rotina” ¢ utilizado por se tratar de uma extensdo ou parte
de um arquivo de dados do ATP. Utilizou-se o0 método de
Newton-Raphson para resolucdo das equagfes matematicas
apresentadas anteriormente. O diagrama apresentado na figura a
seguir indica as relagBes de entrada e saida entre 0 ATP e a
MODELS:

3 1

Interface da
MODELS

f 1

Dados de entrada
(usudrio) =

MODELS

? J

Método de Newton-Raphson

Célculo do conjugado eletromagnético

Célculo dos concatenamentos de fluxo

| |
| |
| Célculo das tensdes induzidas |
| |

Célculo das correntes

Figura 2 — Diagrama representativo do modelo proposto e da
comunicagdo entre rotina MODELS e o ATP.

Os dados de entrada dizem respeito aos parametros de entrada,
0s quais devem ser calculados pelo usuario e inseridos na
interface da MODELS, uma vez que tais parametros sdo
necessarios para o calculo dos parametros constantes do modelo.
Optou-se, no presente trabalho, por realizar a estimagdo de
pardmetros com base em dados nominais de um motor de indugéo
trifasico de rotor bobinado obtidos em cat&logos de fabricantes.
Os dados nominais do motor de indugdo escolhido sdo
apresentados na tabela a seguir:

Tabela 1 - Dados nominais do motor de inducéo trifasico de rotor
bobinado (conexdo em estrela).

P 90 kW
A 220V

| 301A

n

/1 °
|:pn 0,84
0,

7. 93,5 %
n, 1185 rpm

Para a estimacdo dos pardmetros so feitas, ainda, as seguintes
consideragdes:

» As perdas mecanicas do motor representam cerca de 10% das
perdas totais;

» O eixo do motor esta diretamente acoplado com o eixo da
carga;

» O conjugado no eixo do motor é proporcional a velocidade
(linear), assim como as perdas rotacionais.



E necessario, ainda, a representacio do eixo mecanico da 2) Poténcias aparente, ativa e reativa:
méaquina de inducéo. Para representacdo de um sistema mecanico

no software ATP, é necessario fazer uma analogia entre grandezas oo
mecanicas e grandezas elétricas. Isto porque o software trabalha 700+
apenas com grandezas elétricas (tensdo, corrente, poténcia e 600
energia). A analogia é feita como descrito em [7]. w0
Finalmente, a fim de validar o modelo proposto a partir da
estimacdo de pardmetros realizada, considerou-se 0 7
funcionamento de um motor de indugdo trifasico cujos 307 5
enrolamentos do rotor estdo em curto-circuito. Espera-se que, 200 1145985
apés o acionamento do motor em condigBes de partida direta, o 100
mesmo desenvolva velocidade nominal, corrente nominal e ,
pOténCIa nomlnal . . . (file sim.pl4; xvar t) m.iSN m:S3 1 2‘ é )‘ | .
A Fig. 3 apresenta o circuito utilizado para obtencéo dos (a) - Poténcia aparente;
resultados. Observa-se que o estator do motor de inducdo trifasico
de rotor bobinado, cujos parametros foram estimados, esta 360
conectado num barramento de 220 V. A seguir, apresenta-se uma o |
sintese dos resultados obtidos.
Tensio Maquina de indugio trifasica =
de linha: 220V de rotor bobinado 207
,||_® = : 0 96257
1 10 96919
T-cl=01s 7
504
Figura 3 - Acionamento (partida direta) do motor de inducéo trifasico
de rotor bobinado. 0 ! I 3 ] "l

0
(file sim.pl4; x-var f) m:PN  m:P3 1

1) Correntes no estator: (b) —Poténcia ativa;
700
200[(;] [KVAr]
1
I 1
1600 -
w0
1200 - 400 -
] 0
8004 b
201 200
f 1308 5
a0 302,46 . 62176
A 62375
07 o T T T T T
T T T T T 0 1 3 4 [s] 5
(file simpl4; x-var ) m}NﬁRMS mil P_RMZS m:EFA_1 s N = (e sim.pi4; xvar  mQN - m:Q3.1 ~ . .
Figura 4 — Valor eficaz da corrente da fase A e valores de corrente de (c) - Poténcia reativa;
partida e de regime permanente esperados no estator da maquina de Figura 5 - Poténcias trifasicas solicitadas pela maquina de inducéo
induggo. trifasica durante partida direta.
_Percebe-se que a corrente do estator da maguina de indugéo Constatou-se que as poténcias aparente, ativa e reativa de
trifasica apresenta amplitudes proximas das esperadas, tanto a entrada da maquina condizem com os dados fornecidos pelo
corrente de partida quanto a corrente de regime permanente. catalogo do fabricante.



3) Fator de poténcia:

0,90

3
0,754 0,34
0,8409
0,60 4
0,45

0,30

0,15+

0,00

T T T T T T T T
1 2 3 4 [s
(file sim.pl4; xvar t) m:FPN  mFPA 1

Figura 6 — Fator de poténcia da maquina de inducéo durante partida
direta.

4) Velocidade mecénica do eixo:

1300
[kw]

1040 4 1185
1200
1184,9
780-|

520

260+

]

T T T T
3 4 [s]
(file simpl4; x-var ) m:VELN mVELS mV_EIXO

Figura 7 - Variag&o da velocidade do eixo do motor durante partida
direta.

VI. CONCLUSOES

O presente artigo apresentou as principais equacdes
matematicas relacionadas com o funcionamento de uma méaquina
de indugdo trifasica de rotor bobinado. Tais equacdes foram
obtidas a partir da andlise dos angulos existentes entre 0s €ixos
dos enrolamentos de cada fase da maquina, tanto do estator
quanto do rotor.

Constatou-se que a equagdo para o conjugado eletromagnético
resultante na maquina elétrica de inducdo trifasica de rotor
bobinado, assim como as demais equagdes, foram formuladas
tomando-se como base as equagdes basicas de apresentadas em
[6]. Ressalta-se que em nenhum momento o modelo ¢é
simplificado tomando como pressuposto que as correntes no
estator da maquina sejam produzidas por um sistema equilibrado
simétrico de tensdes, ou que as formas de onda das tensGes
aplicadas sejam perfeitamente senoidais. Verificou-se a
necessidade da utilizagdo de um método numérico para a
resolugcdo equagdes matematicas apresentadas no ambiente
computacional escolhido.

Quanto a estimacdo dos parametros de circuito equivalente e
validacdo do modelo de maquina de inducéo trifasica de rotor
bobinado, os resultados obtidos sdo coerentes e condizentes com
as informagdes disponibilizadas no catadlogo do fabricante,

atendendo de forma satisfatoria os valores de corrente nominal,

fator de poténcia nominal e poténcia nominal da maquina.
Sugere-se como trabalhos futuros:

» Realizacdo de ensaios em laboratério para validacdo do
modelo de maquina elétrica de inducéo trifasica nas condicfes
consideradas no presente trabalho;

» Submissdo do modelo apresentado aos diversos problemas
relacionados com a qualidade da energia elétrica e que os
resultados obtidos sejam comparados com medigdes reais, a
fim de validar o modelo para estas condigdes. Espera-se que o
modelo ofereca resultados condizentes com os resultados das
medicdes;

« Incorporar as equagdes do modelo o fator de enrolamento (que
combina os efeitos do fator de passo e fator de distribuicdo) e
os efeitos de saturacdo do nucleo da maquina. Acredita-se que
assim 0 modelo possa representar, da forma mais fiel possivel,
uma maquina elétrica de inducéo real.
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