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Resumo — O presente artigo apresenta uma
comparacao entre diferentes métodos de inte-
gragao numérica empregados na simulagcao com-
putacional de transitorios eletromagnéticos. A
andlise estd fundamentada na resposta a dife-
rentes métodos de integragcao numérica aplica-
dos a circuitos elétricos, os quais sao compos-
tos por resistores e indutores. Os resultados
sao comparados com conceitos tedricos permi-
tindo assim a identificagcao dos métodos mais in-
dicados para realizar a simulagao de transitorios
eletromagnéticos A discretizagcao é atendida se
houverem métodos para a solugao de equagoes
algébricas e diferenciais satisfatérios a solugao do
circuito.
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COMPARISON OF DIFFERENT
NUMERICAL INTEGRATION METHODS
USED IN COMPUTER SIMULATION OF

ELECTROMAGNETIC TRANSIENTS

Abstract — This paper presents a comparison
of different numerical integration methods used
in computer simulation of electromagnetic tran-
sients. The analysis is based on the response of
different numerical integration methods applied
to electrical circuits composed of resistors and in-
ductors. The results are compared with theore-
tical concepts allowing the identification of the
most appropriate methods to simulate electro-
magnetic transients The discretization is atten-
ded if present methods for solving algebraic equa-
tions and differential satisfactory for circuit solu-
tion.
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Ergenhana Elétrica

I. INTRODUCAO

Em engenharia elétrica, a simulagao computacional
do Sistema Elétrico de Poténcia (SEP), é uma técnica
muito empregada para facilitar tomadas de decisoes, re-
quisitada tanto na area académica quanto profissional.
Pode-se confrontar os resultados tedricos, baseados em
conceitos matematicos com a parte experimental, pos-
sibilitando anélises e avaliagoes que podem melhorar o
projeto. A partir de um modelo matemé&tico, busca-se a
representacao de alguns fenéomenos ou comportamentos
fisicos.O SEP é basicamente continuo, e simulagoes digi-
tais sdo processos naturalmente discretos [1]. Assim faz-
se necessario a criacao de uma funcgao equivalente, a qual
deve ser discretizada e avaliada em intervalos de tempo
em tempo, denominados steps (passos). Neste processo,
os parametros do tempo atual dependem dos resultados
obtidos no intervalo de tempo anterior.

A maioria das ferramentas computacionais de si-
mulagao de transitorios eletromagnéticos sao baseados
no algoritmo de Dommel[2], também conhecido como
EMTP (ElectroMagnetic Transients Program). Este
modelo, basicamente, consiste de trés etapas: construcao
das equagoes diferencias do sistema elétrico; coleta de
parémetros e solucdo numérica das equagdes[1].

No EMTP, transitérios em elementos como resisto-
res, indutores e capacitores podem ser resolvidos por
equacoes lineares incrementadas em steps, por meio da
substituicdo por integragdo numérica (NIS). O método
matematico mais utilizado para a solugao numérica das
equagoes diferenciais é o Trapezoidal [1]. Na bibliografia
[3] sdo citados outras metodologias como: Backward Eu-
ler, Forward Fuler, Simpson entre outros.

A presenca de diferentes métodos de integragao
numérica leva a discussao de qual representaria os ele-
mentos fisicos com maior eficiéncia e qual mais se aproxi-
maria do modelo real. O objetivo desse trabalho é compa-
rar os métodos Trapezoidal, Backward e Forward Euler
com os valores reais esperados para resistores e indutores,
considerando diferentes intervalos de tempo (steps).

II. FUNDAMENTACAO

Basicamente, simulagbes computacionais de circuitos
elétricos utilizam matrizes na representacao das im-
pedancias, correntes e tensoes em todos os nés, conforme



[G]«[V] = [1] (1)

Os parametros de (1) sdo obtidos por meio da modela-
gem matematica do componentes do circuito elétrico sob
andalise. A equagoes relativas aos resistores e indutores
no dominio do tempo sao representadas por (2) e (3):

VR(E) = R i(t) @)
WL(t) = L * dg(;) 3)

onde vR(1), tensdo no tempo, sobre o resistor (R), vL(t),
tensdo no indutor (L), i(t), corrente do circuito.

O sistema de equagoes acima deve ser resolvido a cada
passo de integrag@o. Para tanto, faz-se necessario a uti-
lizagao de métodos de integracao numérica para obter os
pardmetros das matrizes de (1), onde as condutéancias (G)
multiplicadas pelas tensoes (V) dos respectivos nds nos
dao as correntes presentes no circuito (I). Este modelo é
utilizado em simulador com nicleo (Kernel) SPICE (Si-
mulation Program with Integrated Circuit Emphasis)[5].
Com valores de I(corrente) e R(resisténcia), dependendo
do método escolhido.

III. METODOS DE INTEGRACAO

O EMTP possibilita a utilizacao de diferentes métodos
de integragao. O método trapezoidal foi empregado por
Dommel durante o desenvolvimento do EMTP[2]. Sua
escolha foi feita por este representar um modelo simples,
estavel e ser razoavelmente preciso nas maiorias das si-
tuagoes. O método de Euler é amplamente utilizado para
a resolucao de equactes diferenciais e possui duas for-
mas: a implicita e a explicita de Euler, conhecidas como
Backward Euler e Forward Euler, respectivamente.

Tomando as ferramentas mencionadas, método Trape-
zoidal e Euler (Backward e Forward), e aplicando estes
em (3), consegue-se uma simplificagdo do indutor, onde é
obtido equacoes diferenca que representam uma corrente
calculada de tempo em tempo e dependente da corrente
do tempo passado, At —t.. A Fig.1 mostra os circuitos
equivalentes encontrados:

A Fig.1 permite constatar que para a utilizagdo do
método Trapezoidal e Backward Euler, na modelagem
do indutor, além de uma fonte de corrente, ha a pre-
senca de uma resisténcia em paralelo com a fonte. Na
sequéncia sao detalhadas as equagoes de cada método.
Nas equagoes abaixo, vk(t) é a tensao no ponto k, e vm(t)
é a tensao no ponto m, de Fig.1.
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Figura 1: Circuitos Equivalentes

A. Forward Euler

Por Fig.1-(c) notamos presenca da fonte representado
por (4).

At
thistérico = f*(vk(t)fvm(t))qLihisto’rico(tht) (4)

B. Backward Euler

Na Fig.1-(b) existem uma fonte de corrente (5) em pa-
ralelo com um resistor (6).

At
ihistérico = f*(vk(t)fvm(t))+iHistérico(tht) (5)

L
Req = At (6)

C. Trapezoidal

Semelhante a Backward Euler, Fig.1-(a), mas descrito
por (7) e (8).

o * At
thistorico =

* (Vk(t) —vm(t)) +iHistorico(t — At)
(7)

Req =

A7 (8)

As equagbes acima detalhadas possibilitam a monta-
gem das matrizes de (1) e, consequentemente, permitem
a resolucao de um circuito elétrico.

(¢) Euler Forward



IV. ESTUDO DE CASO

Para verificar o comportamento dos trés métodos de
integracdo numérica, foi desenvolvida uma ferramenta
computacional para simulagao do circuito elétrico ilus-
trado pela Fig. 2. O tempo total de simulacao utilizado
foi de 40 ms, e foram considerados dois passos (steps)
distintos: 0,4 ms e 0,04 ms. Na Fig.2, os nimeros 1 e 2,
correspondem aos nés analisados

R ia

sV R=50 Ohm -
) VL
) U=10 v L=500 mH

(3

Figura 2: Circuito Exemplo

A escolha deste circuito foi feito pela simplicidade e a
facilidade da obtencao de valores exatos para a solugao
deste, através de equacoes diferencias, obtendo assim um
parametro de comparacao definido e verdadeiro. Outro
ponto observado, foi a presenca de apenas dois nds, onde
pode-se ver o efeito do indutor e da resisténcia nas tensoes
nodais e a coincidéncia desses com as teorias de circuitos
elétricos.

O resultado esperado resolvendo o circuito por
equagoes diferenciais, segundo (1) e (2), é, Fig.3:

Metodo Exato

Vi(t)y ——— 7T
W2(t)

1
.02

tempo(s)

.03

Figura 3: Tensao nds-1, 2- Solugao exata

A tensao utilizada para a comparagao dos métodos é a
referente ao né 2, pois a tensao no no 1, ou seja, a tensao
da fonte, nao é afetada pelo NIS.

Considerando o circuito equivalente para o indutor,
mostrado na Fig. 1, o circuito exemplo pode ser rede-
senhado segundo a Fig.4:
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Figura 4: (a) Circuito Exemplo empregando o método
Forward Euler; (b) Circuito Exemplo empregando o
método Backward Fuler e Trapezoidal

De forma a avaliar os diferentes métodos de integragao,
a diferenga (erro) entre os resultados de cada método e o
valor esperado serd determinada por (9).

valor Esperado — valor M étodo
* 100%

erro = (9)

valor Esperado

A. Primeiro Tempo

O step de tempo utilizado foi de 0.4 ms, produzindo
assim 100 iteragoes. Os resultados obtidos sao:

1. Euler Backward

Metodo Euler Backward
I '

tempo(s)

Figura 5: Tensao né-1, 2— Método Euler Backward no
tempo 1



2. FEuler Forward

Metodo Euler Forward
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Figura 6: Tensao né-1, 2— Método Euler Forward no
tempo 1

3. Trapezoidal

Metodo Trapezoidal
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Figura 7: Tensao né-1, 2— Método Trapezoidal no
tempo 1

A Fig 9 apresenta os erros calculados por (9) para os
trés métodos considerados. Observa-se, que o método
trapezoidal apresentou os melhores resultados.

B. Segundo Tempo

Em métodos numéricos quanto maior o nimero de
iteragoes, melhor serao as aproximagoes obtidas. Nessa
simulacao foi utilizado um step de tempo de 0.04 ms,
resultando em 1000 iteracoes. As tensoes resultantes
estao ilustradas nas Figs. 10-12.
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Figura 8: Erro ponto a ponto dos NIS no tempo 1

1.  Fuler Backward

Metodo Euler Backward
t
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Figura 9: Tensao né-1, 2— Método Euler Backward no
tempo 2

Com a variagdo no nimero de iteracoes, uma maior
proximidade nos NIS, Forward Euler (Fig.10) e Trapezoi-
dal (Fig.11), com o modelo exato é observada. Enquanto
no Backward Euler o erro relativo em alguns pontos au-
mentou, mostrado na Fig.12.



2. FEuler Forward

Metodo Euler Forward
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Figura 10: Tensao né-1, 2— Método Euler Forward no
tempo 2

3. Trapezoidal

Meéetodo Trapezoidal
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Figura 11: Tensao né-1, 2— Método Trapezoidal no
tempo 2

V. CONCLUSAO

A resolugao de transitérios eletromagnéticos envolve
a solucao de equacoes de dificil solugao por ferra-
mentas computacionais, principalmente quando aplica-
das a circuitos elétricos de grande porte. Desde o
século passado até os dias atuais, pesquisadores buscam
solugbes numéricas mais precisas e rapidas que possi-
bilitem andlises confidveis e, no futuro, quem sabe, em
tempo real. As aproximagoes oriundas dos métodos de
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Figura 12: Erro ponto a ponto dos NIS no tempo 2

integracao sao validas, pois simplificam um problema re-
lativamente complexo, para equacoes avaliadas em inter-
valos de tempo.Como diria Benjamin Franklin, “The best
is the cheapest”, o melhor é o mais barato, embora ne-
nhum método numérico fornega a solucao 6tima, sao de
facil implementacao e oferecem respostas rapidas.

Os resultados obtidos no estudo de caso mostraram que
o método mais simples, o Trapezoidal, apresentou os me-
lhores resultados. Assim, entende-se porque este método
é o mais utilizado nos simuladores de transitérios ele-
tromagnéticos, como por exemplo no ATP (Alternative
Transient Program). Sua aproximagao é aceitdvel, e o
tempo de processamento rapido e assim, sua utilizacao
é ampla. Os outros dois métodos (Backward Euler e
Forward Euler), apesar de ndo se mostrarem tao discre-
pantes, apresentam erros maiores e, para um circuito de
grande porte, podem oferecer valores mais distantes da
solugao esperada.
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