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Resumo - Um estudo sobre o comportamento do quarto
elemento de circuito fundamental idealizado por Leon
Chua em 1971 e implementado primeiramente pela equipe
da HP Labs liderada por R. Stanley Williams em 2008 é
apresentado. Chamado de memristor, o novo elemento de
circuito passivo de duplo terminal relaciona as variáveis
de carga q(t) e fluxo ϕ(t), e comporta-se como um resistor
não-linear com memória. Sua propriedade peculiar advém
da capacidade do material de manter seu último estado, e
permite aplicações em diversos contextos, como em memó-
rias ReRam e computação neuromórfica.

Palavras-Chave - Aplicações, físico-químico, matemá-
tica, memristor.

PHYSICOCHEMICAL AND
MATHEMATICAL FOUNDATIONS OF A

MEMRISTOR

Abstract - A study of the behavior of the fourth funda-
mental circuit element devised by Leon Chua in 1971 and
first implemented by the HP Labs team led by R. Stanley
Williams in 2008 is presented. Called memristor, the new
two-terminal passive circuit element lists the variables of
charge q(t) and flux ϕ(t), and behaves like a nonlinear re-
sistor with memory. Its peculiar property comes from the
material’s ability to maintain its last state, and allows ap-
plications in various contexts, such as ReRam memories
and neuromorphic computing.

Keywords - Applications, mathematics, memristor, phy-
sicochemical.

I. INTRODUÇÃO

A teoria de circuitos elétricos, há 150 anos, abrangia basi-
camente três componentes passivos fundamentais: o capacitor
(1745), o resistor (1827) e o indutor (1831). No entanto, em
1971, o professor da Universidade da Califórnia, Leon Chua,

apresentou novas considerações a partir da análise das possí-
veis combinações entre as quatro variáveis fundamentais de
circuitos: corrente elétrica i, tensão elétrica v, carga elétrica q
e fluxo magnético ϕ – sendo as duas últimas descritas como
integrais no tempo da corrente, q(t) =

∫ t
−∞

i(τ)dτ , e da tensão,
ϕ(t) =

∫ t
−∞

v(τ)dτ , respectivamente.
Chua [1] observou que o capacitor é definido pela relação

entre carga q(t) e tensão v(t) via qd = Cdv. Similarmente,
o resistor pela relação entre corrente i(t) e tensão v(t) via
dv = Rdi, e o indutor pela relação entre fluxo magnético ϕ(t)
e corrente i(t) via dϕ(t) = Ldi. Teria-se então que a combi-
nação das quatro variáveis fundamentais de circuitos resulta-
ria em somente três componentes fundamentais. Desse modo,
baseando-se no argumento da simetria, o estudioso postulou
que haveria um elemento de circuito faltante, capaz de associar
a carga q(t) e o fluxo magnético ϕ(t), o que o levou, em 1971,
a publicar um artigo no qual idealiza o novo componente, de-
finido pela relação dϕ = Mdq e denominou-o memristor, uma
contração de memory resistor.

Portanto, considerado como o quarto elemento fundamen-
tal dos circuitos eletrônicos, ao lado do capacitor, resistor e
indutor, o memristor destaca-se por apresentar uma proprie-
dade peculiar, cuja explanação e abordagem teórica é tratada
adiante. É definido, assim como um resistor, como um com-
ponente eletrônico passivo de duplo terminal, utilizado para
limitar a corrente em um circuito e dissipar energia térmica,
com o diferencial de que, para o memristor, essa limitação,
chamada de resistência ou impedância, altera-se conforme a
quantidade de carga elétrica que flui em si e mantém o valor
da última resistência obtida até a aplicação de nova carga.

Apesar da proposta teórica do memristor ter sido apresen-
tada por Chua em 1971, sua primeira implementação prá-
tica ocorreu apenas em 2008, nos Laboratórios da Hewllet-
Packard (HP), graças à equipe liderada pelo físico-químico Dr.
Richard Stanley Williams, que desenvolveu, em escala nano-
métrica, linhas de memristores com base no dióxido de titânio
(TiO2) [2]. A demora deve-se, principalmente, à dificuldade
em encontrar materiais capazes de conferir a propriedade de
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reter memória ao dispositivo eletrônico e que satisfizessem a
base teórica apresentada por Chua [1]. Dessa forma, o compo-
nente recentemente sintetizado contém a propriedade da não-
volatilidade, que, aliada a possibilidade de ser trabalhado em
escala nanométrica, o torna promissor em aplicações e garante
sua contribuição na validação da Lei de Moore.

Pissardini [3] atenta para aplicações de memelementos na
elaboração de novas arquiteturas computacionais, que, corro-
borado pelos ideais da Arquitetura de Von Neumann, são ca-
pazes de realizar tarefas específicas. Essa abordagem tem sido
conhecida como memcomputação. Prezioso et al. [4] propõe
também aplicações nas chamadas redes neurais, as quais são
sistemas que se baseiam em princípios de Inteligência Artifi-
cial, podendo aprender e reconhecer padrões, e que podem ser
aprimoradas com o uso da memresistência devido ao caráter
de não-volatilidade dos memristores. Dong et al. [5], em seu
artigo acerca de circuitos lógicos, analisam a importância de
memristores para otimizar seu funcionamento, devido à carac-
terística não linear que possuem.

Sob essa perspectiva, a temática deste artigo basear-se-á
na descrição detalhada desse novo componente, nos âmbito
físico, químico e matemático, com intuito de compreender
como o mecanismo interno converge para as propriedades im-
postas, por Chua [1], a um dispositivo memristor. É de inte-
resse ainda discutir acerca das aplicabilidades do dispositivo,
para assim poder expor o impacto de sua descoberta na teoria
de circuitos e importância para o crescimento tecnológico.

Na Seção 1 são apresentadas as características estruturais,
físico-químicas, de um memristor, com ênfase para o modelo
da HP Labs. Para, na Seção III, analisá-lo matematicamente
e, assim, provar a natureza de suas propriedades e peculia-
ridades a partir do equacionamento e disposição de gráficos.
Além disso, a Seção IV apresenta simulações computacionais
no ambiente MATLAB e LTSPICE que exemplificam suas ca-
racterísticas marcantes. Finalmente, na Seção V, é explicitada
algumas de suas aplicações e recentes estudos.

II. CARACTERÍSTICAS ESTRUTURAIS DE UM
MEMRISTOR

Dispositivos de resistência variável baseados em óxidos
possuem vasta aplicabilidade, devido à capacidade de reter
memória, pois admitem características de alta velocidade, alta
densidade e operação em baixa energia, assim como a não-
volatilidade. Desse modo, materiais óxidos são ideiais para
implementar o conceito de um dispositivo memristor, sendo
recentemente utilizados para esse fim os óxidos de titânio e
tântalo (TiOx, TaOx) [6].

Para analisar o funcionamento de um memristor, é interes-
sante compreender o dispositivo crossbarlatch, estudado em
2006 pela HP Labs, que posteriormente passou a ser conhe-
cido como o próprio memristor. O crossbarlatch era uma es-
pécie de sanduíche, possuindo partes externas constituídas por
Platina (Pt), com espessura cerca de 3 nanômetros, e uma ca-
mada intermediária isolante subdividida em duas partes, uma
formada de óxido de titânio (TiO2), conhecida como parte
pura ou não dopada, e outra pela mesma substância porém de-
ficiente em oxigênio (TiO2−x), conhecida como parte dopada

[7]. Nesse sentido, o funcionamento molecular de um memris-
tor é baseado no movimento de íons livres, no meio dielétrico
(óxido), o que torna possível o comportamento memristivo,
pois cria mudanças locais na condutividade a partir da mode-
lagem de filamentos condutores entre os eletrodos.

Esses filamentos condutores são resultantes de um pro-
cesso conhecido como eletroformação, do inglês electrofor-
ming, que consiste na aplicação de uma tensão elétrica sufici-
entemente alta, ou seja um valor limite de tensão entre os dois
eletrodos por um período de tempo suficiente para a formação
de um canal condutivo local no meio isolante, o que significa
o rompimento de sua rigidez dielétrica. Ademais, esses valo-
res limite de tensão e de tempo necessários para a formação
do canal condutivo dependem dos materiais que constituem
os dielétricos e os eletrodos, além da estrutura geométrica do
dispositivo [8].

Figura 1: (a) Distribuição das vacâncias de oxigênio na camada inter-
mediária de um memristor. (b) Aplicando-se tensão positiva os íons
livres são repelidos. (c) Aplicando-se tensão negativa os íons livres são
atraídos (Adaptado de [9]).

Devido à flexibilidade de variação de valores de resistên-
cia, ao memristor podem ser atribuídos estados como “OFF”,
quando a parte não-dopada é dominante portanto o estado é
de alta resistência; “ON”, quando a parte dopada é dominante
portanto há baixa resistência, e ainda estados intermediários.
Assim, pode armazenar dados em multinível e não apenas na
forma binária, como representado na Figura 1(a). Observa-se
também que as nanopartículas utilizadas na dopagem possuem
carga +2 (vacâncias de oxigênio) e é representado um estado
no qual há uma proporção igualitária entre parte dopada e não
dopada em um memristor.

Constata-se ainda que ao se aplicar uma tensão elétrica po-
sitiva no terminal dopado, a partir de um estado inicial qual-
quer como o da Figura 1(a), as lacunas (vacâncias de oxigê-
nio), que comportam-se como cargas positivas, migram para
o lado oposto, ou seja, cargas negativas se deslocam para a
parte dopada. Dessa forma, a espessura da camada interme-
diária não-dopada diminui, ao mesmo tempo que a espessura
da camada dopada e de maior condutividade aumenta, o que
resulta na diminuição do valor da resistência do dispositivo.
Tal estado do memristor é conhecido como "ON", ou de baixa
resistência, e é ilustrado na Figura 1(b).

Por outro lado, ao se aplicar uma tensão negativa no ter-
minal dopado, as lacunas são atraídas, logo a espessura da
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camada intermediária não-dopada aumenta, ao mesmo tempo
que a espessura da camada de maior condutividade diminui,
causando um aumento no valor da resistência do memristor.
Tal estado, ilustrado na Figura 1(c), é conhecido como "OFF",
ou de alta resistência.

Assim, o princípio básico de funcionamento de um mem-
ristor consiste basicamente na redistribuição das lacunas sob
a influência de uma tensão elétrica aplicada, que, quando ces-
sada, tem-se ainda que camadas pura e dopada permanecem
no último estado atingido. Dessa forma, são dispositivos ca-
pazes de memorizar o último valor de resistência alcançado, e
esse processo é facilitado por ocorrer em escala nanométrica.

III. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

O memristor, a princípio, em 1971, foi definido por Chua
[1] como elemento de circuito de duplo-terminal caracterizado
pela relação do tipo g(ϕ,q) = 0. Diz-se que um memristor é
controlado por carga se a relação entre fluxo e carga é expressa
como uma função de carga elétrica q, e diz-se que é controlado
por fluxo se é expressa em função do fluxo ϕ . Para um mem-
ristor controlado por carga tem-se a Equação (1) e derivando-
se ambos os termos consegue-se a Equação (2).

ϕ = f (q) (1)

dϕ

dt
=

d f (q)
dq

dq
dt

(2)

Sabendo-se ainda que v(t) = dϕ

dt e i(t) = dq
dt descrevem,

respectivamente, a tensão e a corrente elétrica no memristor,
reescreve-se a Equação (2) como na Equação (4).

v(t) = M(q) i(t) (3)

onde

M(q) =
d f (q)

dq
(4)

M é chamada de memristência, e é mensurada na mesma
unidade que a resistência (Ohms - Ω). A memristência, defi-
nida pela Equação (4), define uma relação linear entre tensão
e corrente, enquanto a carga for constante. Logo, se M é cons-
tante, o memristor comporta-se como um resistor.

Para um memristor controlado por fluxo tem-se a Equação
(5) e derivando-se ambos os termos, a Equação (6).

q = f (ϕ) (5)

dq
dt

=
d f (ϕ)

dϕ

dϕ

dt
(6)

Reescrevendo a Equação (6) utilizando-se as definições de
tensão e corrente tem-se a Equação (7).

i(t) =W (ϕ) v(t) (7)

onde

W (ϕ) =
d f (ϕ)

dϕ
(8)

Figura 2: Variáveis de estado de um memristor e representação de um
memristor como uma associação em série de resistores (Adaptado de
[10]).

Nesse caso, W , da Equação (8), é chamado de memductân-
cia e tem mesma unidade da condutância (Siemens - S).

Entretanto, em especial para o memristor controlado por
por carga, as relações das Equações (3) e (4) não contemplam
toda a interação física do componente, responsável por pro-
porcionar a não-volatilidade ao dispositivo, o que levou Chua
juntamente com seu então aluno de graduação Kang, em 1976,
a fundamentar que o memristor seria um componente passivo
com estado, ou seja, sua propriedade de memória define-se por
uma ou mais variáveis de estado. Diante disso, a equipe HP
Labs pôde modelar matematicamente um memristor, a partir
das equações para sistemas memristivos propostas por Chua e
Kang [11] em (9) e (10).

v = M(w, i)i (9)

dw
dt

= f (w, i) (10)

Assim, a definição matemática rigorosa revela que, con-
forme a Equação (9), a memristência M depende do estado
do dispositivo descrito por w, que por sua vez, conforme a
Equação (10), varia com o tempo e referencia-se em uma fun-
ção f dependente do estado e da corrente através do memris-
tor. Uma representação física de w é ilustrada na Figura 2, a
qual descreve o memristor como associação de duas resistên-
cias em série, RON e ROFF . Essa Figura também representa
o primeiro modelo publicado pela equipe da HP Labs [2], no
qual o transporte dos portadores de carga ocorre pelo Modelo
de Deriva Linear, que será explicado a seguir, mencionando
os parâmetros padrões do projeto de sintetização do elemento,
que serão utilizados inclusive nas simulações da Seção IV.

Para o Modelo de Deriva Linear, é primeiramente suposto
um campo elétrico uniforme através do dispositivo, que re-
sulta em uma relação linear entre a velocidade de deriva e o
campo elétrico líquido. Assim, a memristência M(w) define-
se como na Equação (11) e a relação geral para o movi-
mento das nanopartículas positivas que é dada como vD = µ E
será descrita, nesse caso, pela Equação (12), sendo a mobili-
dade µD ∼ 10−10cm2/V.s, o comprimento do memristor uti-
lizado D ∼ 10nm, RON ∼ 100Ω, ROFF ∼ 16KΩ e portanto
∆R = (ROFF −RON)≈ ROFF nos parâmetros típicos.
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M(w) =
w
D

RON +
(

1− w
D

)
ROFF (11)

dw
dt

= vD =
µDRON

D
i(t) (12)

Integrando-se a Equação (12) e depois dividindo seus ter-
mos por D tem-se a Equação (13). A partir dela, reescreve-se
na Equação (14), pois tem-se que QD = D2/µDRON é a carga
necessária para mover a deriva de w(t0), onde w→ 0, para
w(tD), onde w→ D.

w(t)
D

=
w0

D
+

µDROFF

D2 q(t) (13)

w(t)
D

=
w0

D
+

q(t)
QD

(14)

Ainda é possível estabelecer uma variável de estado x(t) =
w(t)/D, e assim reescrever a Equação (14) como em (15) e a
Equação (11) como em (16).

x(t) = x(t0)+
q(t)
QD

(15)

M(t) = RON x(t)+ROFF(1− x(t)) (16)

Em t0, define-se ainda M0, dado pela Equação (17), em que
r = ROFF/RON . Logo, substituindo (15) em (16) tem-se (18)
ou (19), já que para ROFF � RON , tem-se que M0 ≈ ROFF .

M0 = RON
(
x(t0)+ r (1− x(t0))

)
(17)

M(q) = M0−∆R
(

q(t)
QD

)
(18)

M(q) = ROFF

(
1− q(t)

QD

)
(19)

Substituindo (18) em (3) tem-se que a tensão v(t) é dada
pela Equação (20) e integrando no tempo, sabendo que ϕ(t) =∫ t
−∞

v(τ)dτ e M(q) = dϕ/dq, consegue-se definir q(t) como
na Equação (21), a partir das raízes da equação quadrática re-
sultante.

v(t) =
(

M0−∆R
(q(t)

QD

))dq
dt

=
d
dt

(
M0 q− ∆Rq2(t)

2QD

)
(20)

q(t) =
QD M0

∆R

(
1±

√
1− 2∆R

QD M2
0

ϕ(t)

)
(21)

Utilizando-se novamente que ∆R≈M0 ≈ ROFF , a Equação
(21) resulta na (22).

q(t) = QD

(
1−

√
1− 2

QD ROFF
ϕ(t)

)
(22)

Tem-se ainda que (22) em (15) resulta no estado interno do
memristor definido como em (23). Constata-se ainda que (22)
em (19) resulta em (24).

x(t) = 1−
√

1− 2 µD

r D2 ϕ(t) (23)

M(q) = ROFF

(√
1− 2 µD

r D2 ϕ(t)

)
(24)

Portanto a corrente i(t) é descrita como na Equação (25).

i(t) =
v(t)

ROFF

(√
1− 2 µD

r D2 ϕ(t)

) (25)

Verifica-se que a Equação (24) mostra a relação inverso-
quadrado entre a memristência M e a espessura do TiO2, D.
Assim, para menores valores de D, a memória apresenta carac-
terísticas melhoradas. Portanto, a memristência torna-se mais
importante para a compreensão do porquê das dimensões dos
dispositivos eletrônicos estarem diminuido para a escala nano-
métrica.

IV. SIMULAÇÕES

O memristor possui características marcantes que serão
interpretadas graficamente via programação MATLAB a par-
tir das Equações (22), (23) e (25). Considere um memris-
tor com mobilidade µD ∼ 10−10 cm2/V.s, comprimento D ∼
10nm, e resistências do estado ON e OFF, RON ∼ 100Ω e
ROFF ∼ 16KΩ, respectivamente. Como ϕ(t) =

∫ t
−∞

v(τ)dτ ,
tem-se que, por exemplo, para uma tensão senoidal do tipo
v(t) = v0 · sin(ωt), o fluxo é descrito pela Equação (26), em
que v0 é a amplitude da tensão de entrada e ω , a frequência
em rad/s.

ϕ(t) =
v0 (1− cos(ωt))

ω
(26)

Sabendo-se que a potência em elementos passivos p(t) deve
ser sempre positiva para qualquer tempo t e que a potência ins-
tantânea dissipada por um memristor define-se pela Equação
(27), é preciso que a memristência M(q) seja não-negativa, isto
é M(q) ≥ 0. Graficamente na Figura 3a, tem-se M(q) dada
como a inclinação da curva ϕ-q, que será, portanto, sempre
monótona crescente [1].

p(t) = v(t)i(t) = M(q(t))[i(t)]2 (27)

Na Figura 3b comtempla-se como a variável de estado
x(t) ∈ [0,1] varia conforme a tensão aplicada v(t) resultante
do efeito da histerese no material. Já na Figura 3c é repre-
sentada uma importante característica do memristor. O grá-
fico em laço ou o pinched hysteresis loop, como denominado
por Chua, corresponde à curva v-i de um memristor e possui
a forma de uma Curva de Lissajous centrada na origem. A
configuração deve-se ao fenônemo da histerese, que permite
conservar a o útimo valor de memristência mesmo sem o po-
tencial originalmente aplicado.
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(a) (b)
(c)

(d) (e) (f)

Figura 3: No ambiente MATLAB foram gerados os gráficos de (a)-(c), enquanto que (d)-(f) são obtidos pelo ambiente LTSPICE. (a) Curva ϕ-q de um
memristor. (b) Relação entre a tensão de entrada v(t) e a variável de estado x(t) no tempo. (c) Curva v-i de um memristor, chamado de pinched hysteresis
loop por Chua. (d) Esquema de simulação LTSPICE. (e) Pinched hysteresis loop de (d). (f) Curvas de tensão de entrada v(t) e i(t) no tempo, no qual
observa-se o efeito da histerese sobre a corrente no dispositivo.

No simulador SPICE, o circuito da Figura 3d permite obter
a curva v-i da Figura 3e, do que surge o seguinte teorema fun-
damental que "todo dispositivo de duplo terminal que exibe
um pinched hysteresis loop no plano tensão-corrente quando
conduzido por um sinal DC e/ou senoidal de qualquer frequên-
cia é um sistema memristivo"[12]. Dessa forma, desde que o
sistema continue no regime dos memristores, qualquer polari-
zação simétrica de tensão de corrente alternada resulta em uma
histerese de laço duplo, que colapsa em uma linha reta para al-
tas frequências, conforme a Figura 3c. O fenônemo também é
vísivel em 3f, a tendência do material de manter suas proprie-
dades proporciona certa deformação da curva da corrente i(t)
no tempo, comparada com a curva da tensão de entrada v(t).

V. APLICAÇÕES

A. Memórias ReRam

A Memória Resistiva de Acesso Randômico (ReRAM)
mantém os dados na falta de energia, essa propriedade deve-se
especialmente pela presença do memristor em seus chips, que
altera sua resistência de acordo com a passagem da corrente
elétrica em resposta a variações na sua tensão de alimentação.
Essa tecnologia assemelha ao uso de transistores nas memó-
rias Flash, com a diferença de as células de memória ReRAM
serem muito menores, consumirem menos energia elétrica e
armazenarem os dados como resistência, ao invés de armaze-
nar como carga elétrica.

O ReRAM, portanto, tem o potencial de ser extremamente

denso, de baixa potência, com alta resistência, tornando-se
uma tecnologia atraente para armazenamento secundário e ní-
veis de memória de classe de armazenamento [13]. Segundo
a HP, dispositivos contendo memristores oferecem cerca de
20GB por centímetro quadrado, o dobro da capacidade proje-
tada para as memórias flash. Dispositivos memresistivos po-
dem mudar o paradigma padrão da computação ao permitir
que cálculos sejam executados nos chips onde a informação
está armazenada [14]. Além disso, essa tecnologia é útil em
todo tipo de dispositivo eletrônico.

B. Circuitos híbridos CMOS

Os circuitos híbridos combinam flexibilidade, confiabili-
dade e alta funcionalidade do subsistema CMOS com alta den-
sidade de filme fino. Dispositivos memristivos não são com-
ponentes ativos, isto é, não podem fornecer energia para o cir-
cuito. A solução para esse problema é complementar matri-
zes de crossbar de dispositivos memristivos com um substrato
CMOS convencional que fornece sinalização de restauração e
ganho [15][16].

Conhecido como CMOL (Dispositivos híbridos Cmos +
MOLecular). A combinação de circuitos CMOS e memris-
tores não só tem um potencial para prolongar a Lei de Moore
para memórias digitais e circuitos lógicos booleanos reconfi-
guráveis, mas também podem reviver o campo da computação
neuromórfica artificial.

A tecnologia de circuitos híbridos é ajustada para forne-
cer maior conectividade entre pequenas células de circuito
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CMOS (escala de 100 portas) através de ligações “memristor
de nanofios-nanofios”. Isso permite construir redes neuromór-
ficas de larga escala com bom custo-benefício. Dispositivos
memristivos são a base para as "sinapses", ou seja, comuni-
cação entre as células. Consequentemente, redes neurais ba-
seadas em CMOL podem ser eficientes, principalmente, no
reconhecimento e classificação de padrões [17].

VI. CONCLUSÕES

O memristor, idealizado por Chua em 1971, é considerado
o quarto elemento fundamental de circuito, ao lado do capa-
citor, resistor e indutor. Implementado apenas em 2008 pela
HP Labs, o novo componente tem o diferencial de possuir a
propriedade da não-volatilidade, que permite aplicá-lo em dis-
tintos contextos, podendo revolucionar desenhos de circuitos
digitais e sistemas computacionais, além de representar um ca-
minho inédito e possível à inteligência artificial. Diante de sua
relevância para a teoria de circuitos, neste artigo são apresen-
tados os fundamentos básicos de um memristor, via ambientes
MATLAB e LTSPICE, priorizando a explanação das caracterís-
ticas físico-químicas e matemáticas do primeiro sintetizado,
ou seja, do modelo elaborado pela HP Labs. Desse modo,
seu estudo é de extrema importância para o desenvolvimento
de áreas como nanotecnologia, microeletrônica, computação
e inteligência artificial, e, embora pouco conhecido, o mem-
ristor já é aproveitado, por exemplo, nas memórias ReRam,
tornando-as mais eficientes, por armazenar dados no próprio
hardware, e nos circuitos híbridos, por aprimorar a comunica-
ção entre pequenas células de circuitos neuromórficos.
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