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Resumo - O objetivo deste artigo é demonstrar o design
de um controlador projetado pelo método de otimizagéo,
utilizando o Regulador Linear Quadratico (LQR, do inglés
Linear Quadratic Regulator), onde o controlador é aplicado
a uma planta didatica Twin Rotor MIMO System
(TRMS). Nessa planta, hd a comunicagdo entre o software
MATLAB e o Arduino. O documento esta dividido em
diferentes topicos que descrevem o desenvolvimento do
design e o processo para a criagdo do controlador.
Ademais, ha a descricdo de conceitos importantes e
metodologias, para a compreensdo dos parametros do
controlador. O desempenho do controlador foi verificado
através de simulagdes e ensaios com a planta fisica.

Palavras-Chave - Twin Rotor MIMO System,
Controlador, LQR, Espaco de Estados, Controle.

LQR CONTROLLER APPLIED TO TWIN
ROTOR MIMO SYSTEM TEACHING
PLANT USING MATLAB AND ARDUINO

Abstract - The objective of this paper is to demonstrate
the design of a controller designed by the optimization
method using the Linear Quadratic Regulator (LQR), and
the controller is applied to a Twin Rotor MIMO System
(TRMS) teaching plant. In this plant, there is
communication between MATLAB software and Arduino.
The document is divided into different topics that describe
design development and the driver creation process. In
addition, there is a description of important concepts and
methodologies for understanding the parameters of
control. The performance of controller was selected
through simulations and tests with a physical plant.

Keywords — Twin Rotor MIMO System, Controller,
LQR, State Space, Control.

NOMENCLATURA
TRMS  Twin Rotor MIMO System.

LQR  Linear Quadratic Regulator.
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PWM  Pulse Width Modulation.

I. INTRODUCAO

A evolucdo das técnicas de abordagens para a realizacdo do
voo adequado de veiculos aéreos é evidente na atualidade. A
modelagem dindmica de veiculos aéreos € complexa,
principalmente devido ao efeito de acoplamento significativo
entre os rotores e a indisponibilidade de alguns estados do
sistema [1]. Com semelhanca ao voo de um helicéptero, temos
o Twin Rotor MIMO System (TRMS), desenvolvido pela
Feedback Instruments, um sistema elaborado para a
simplicidade.

O TRMS se encontra fixado a uma torre, a sua base possui
liberdade para girar e rotacionar livremente nos planos
horizontal e vertical, e em ambas as extremidades do feixe,
existem rotores acionados por motores de corrente continua.

Por possuir duas entradas e quatro saidas em seus estados,
ele é um sistema com multiplas entradas e multiplas saidas
(Multiple Input, Multiple Output — MIMO). Analisando para
o lado de controle, possui acoplamento cruzado significativo.
Esse acoplamento cruzado pode ser analisado pelas a¢des dos
rotores, onde as posic¢des angulares sdo influenciadas por cada
rotor [2].

Existem diversos equipamentos para o estudo de controle,
sejam educacionais e para ramos industriais. O Twin Rotor
MIMO System [3], por exemplo, é de suma importancia,
sendo possivel a visualizagdo na pratica de sistemas
complexos com acoplamentos através de sistemas
embarcados, tendo a comunicagdo com outros equipamentos
utilizando softwares. Consequentemente, dessa forma €
possivel realizar o monitoramento do sistema.

O Regulador Linear Quadratico (LQR, do inglés Linear
Quadratic Regulator) vem sendo largamente utilizado em
diversos tipos de aplicagdes onde requer-se um controle ideal.
Técnicas baseadas em controle com observadores,
representados por espaco de estados, sdo aplicaveis a sistemas
multivaridveis. Porém, ha uma exigéncia classica na
localizacdo dos polos e a garantia da estabilidade,
independente se todas as varidveis sdo controladas ou ndo.
Uma importante vantagem do uso dos controladores LQR esta
nos indices de desempenho ao atender os critérios de projeto;
uma estratégia que pode reduzir esforgos de controle e/ou
manter os estados sobre controle, diminuindo o uso de energia
do sistema [4].



I1. CONCEITOS E METODOLOGIA

Para a criacdo e desenvolvimento do controlador €
necessario compreender 0 processo e as etapas que devem ser
seguidas e consideradas, além dos conceitos sobre os
procedimentos executados.

A. Planta TRMS

O Twin Rotor MIMO System ¢é uma planta que pode ser
dividida em diferentes sistemas. Na Figura 1, temos a
representacdo simbdlica do modelo real e fisico do TRMS
utilizado no projeto do controlador [3].

O sistema fisico é composto por um eixo fixo em uma torre
vertical, com duas hélices acopladas a dois motores
posicionadas nas extremidades do eixo. Um dos motores é
responsavel pelo deslocamento vertical em relagdo ao eixo
transversal da torre, e outra pelo deslocamento horizontal em
relacdo a torre. Para questdes de equilibrio do sistema, é
utilizando um contrapeso perpendicular ao eixo.

Figura 1: Representacéo Simbolica do TRMS.
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O sistema de sensoriamento é composto por dois encoders
- dispositivos e/ou sensores que possuem a capacidade de
transformar a posicéo em sinal elétrico digital [5] - localizados
na torre. Um deles é responsdvel por mensurar a posi¢do
angular vertical chamado de Psi e outro pela posi¢do angular
horizontal chamado de Phi. Esses sensores sdo de natureza
incremental, logo é preciso estabelecer um ponto de referéncia
do sistema. Essa referéncia foi estabelecida posicionando o
eixo no seu limite m&ximo horizontal e vertical. Além disso,
existem dois tacdmetros acoplados nos rotores, com a fungéo
de medir as velocidades angulares

B. Espago de Estados

O uso da representacdo de espaco de estados no sistema
faz-se necessario devido ao tipo do mesmo. Para a descri¢ao
de um sistema dinamico complexo, de caracteristica MIMO, é
exigido, de uma maneira geral, equacdes diferenciais ndo-
lineares de ordem elevada [6]. As solucdes reais dessas
equacdes podem ser raras e complexas, levando a
consideracdo de equacOes e representaces das equaces em
que possam simplificar o problema.

A representacdo por Espaco de Estados pode ser definida
como um modelo matematico de um sistema fisico composto

de um conjunto de varidveis de entrada, de saida e de estado
relacionadas entre si por meio de equacgdes diferenciais de
primeira ordem. Essas equag¢des podem ser identificadas pelas
Equagdes 1 e 2, de forma genérica. Na Figura 2, ha a
representagdo esquematica.

A Equacédo 1 é a Equagdo dos Estados.

x(t) = Ax(t) + Bu(t) 1)
Sendo:
x(t) - Estados.
u(t) - Entradas
A - Matriz de Estados
B - Matriz de Entrada

A Equacdo 2 ¢ a Equagdo da Saida.

y(t) = Cx(t) + Du(t) 2
Onde:
y(t) - Saidas
u(t) - Entradas
C - Matriz de Saida
D - Matriz de Transmissao Direta

Figura 2: Representagdo Esquematica do Espaco de Estados
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C. Realimentacédo por Estados

O controle por realimentacdo dos estados é definido por
uma varidvel K, sendo ela uma matriz de ganhos com o
namero de linhas iguais o0 nimero de entradas do sistema e o
namero de colunas iguais a quantidade de estados do sistema.

No controlador por realimentacéo dos estados a entrada do
sistema é calculado em funcdo dos estados do sistema
multiplicados por uma matriz de ganhos constante,
utilizaremos func¢des do software MATLAB que através do
modelo do sistema em espago de estados é possivel a geragdo
dos ganhos para serem empregados no controle.

D. Observador de Estados

Nem sempre em todos 0s casos serd possivel mensurar
certos parametros de plantas fisicas, como por exemplo, a
posicéo, velocidade, temperatura, dentre outros. E isso pode
ser explicado e provocado por falhas de sensores e/ou
componentes danificados pela acdo do tempo ou de usuarios,
por exemplo. Para o controle, essa falta de informagdes é um
grande ponto negativo, nesses casos ndo ha como realizar de
forma satisfatéria o controle destas plantas.



Para solucionar essa adversidade, aplica-se o conceito do
observador.

O observador de estados tem como funcéo realizar o ajuste
das informacBes nos estados do sistema. Estas informagdes
podem estar ligadas diretamente aos proprios estados do
sistema.

O observador é capaz de realizar a comparagdo do modelo
tedrico do sistema com o modelo fisico, onde ha a anlise do
erro por meio de uma matriz de ganhos, denominada L, que
multiplica a diferencaentre y e §.

A matriz L ento é inserida ao modelo tedrico e tende a ser
ajustada até que o erro se torne praticamente nulo,
consequentemente, teremos como saida do observador,
estados estimados que podem ser utilizados na realimentacdo
do sistema.

Na Figura 3, visualiza-se a montagem de um observador de
estados no Simulink.

Figura 3: Observador de Estados.

E. Unido Arduino e MATLAB

A corporacdo americana MathWorks, que desenvolveu o
software MATLAB, também desenvolveu um pacote capaz de
interagir com a maior parte das placas Arduino conhecidas,
possibilitando estabelecer uma comunicacdo USB com as
mesmas.

O pacote desenvolvido nos permite controlar na plataforma
Arduino: DI/DO, AI/AO, PWMs entre outras portas de
entrada e saida digital, entradas do conversor analogico-digital
e saidas de sinal modulado por largura de pulso. Além disso,
permite usufruir dos demais blocos e fungdes, tanto do
MATLAB quanto do Simulink.

Na Figura 4, ha a representacdo esquematica da ferramenta,
com as fungdes necessarias para a comunicacdo entre as
plataformas e interfaces distintas. Todos 0s recursos
abordados foram utilizados no projeto do controlador.

Figura 4: Pacote MATLAB/Arduino implementado para o controle
do motor vertical do TRMS.
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I11. DESENVOLVIMENTO

Nesta sessdo, € descrito com detalhes o processo de
elaboracdo e implementacdo do controlador LQR junto a
planta didatica TRMS, além de sua atribuicdo. O processo foi
executado utilizando a ferramenta do Simulink e o0s
procedimentos detalhados séo referentes a mesma.

A. Modelo em Espaco de Estados

Em posse dos parametros fisicos da planta didatica TRMS,
6 estados foram definidos para o sistema, sendo eles o psi e 0
phi, as suas derivadas dpsi e dphi, e os torques como T1 e T2.

Esses pardmetros podem ser definidos por equacBes de
estado, onde para cada pardmetro hd uma equagéo.

Na Figura 5, as defini¢des das equacfes de estado para o
processo do projeto do controlador podem ser visualizadas.
Essas definicbes foram programadas na ferramenta
comentada.

Figura 5: Equacdes de Estado

%% Definindo as eguagdes de cada estado
% Estado x1 = psi

£ x1 = dpsi;

% Estado x2 = dpsi

£f x2 =M vt/I v

% Estado x3 = phi

f x3 = dphi;

% Estado x4 = dphi

f x4 = M ht/I h:

% Estado x5 = T1

£ x5 = (k_1*v1-T_10*T1)/T_11;

% Estado xé6 = T2

£ x6 = (k_2%v2-T_20%T2)/T_21;

Utilizando o software MATLAB e definindo os pontos de
operacdo para 0s pardmetros iniciais do sistema, torna-se
viavel a montagem de quatro matrizes que representam 0
TRMS em espaco de estados no tempo continuo. Essas quatro
matrizes sdo as matrizes citadas nas Equagdes 1 e 2: A, B,Ce
D - Matriz de Estados, Matriz de Entrada, Matriz de Saida e
Matriz de Transmissdo Direta, respectivamente.



Figura 6: Cddigo para a Obtencdo das Matrizes em Espaco de
Estados
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% Construindo as matrizes do espacgo de estados do modelo

B = [all al2 al3 al4 al5 alé;
azl a22 a23 a24 a2s azé;
a3l a32 a33 a34 a35 a3é;
a4l 242 a43 a44 a45 ade:
a5l a52 a53 a54 a55 asé;
a6l a€2 a63 a64 a65 ag6];

=

suks (&) ;
vpa (R, 3);
double (R) ;

]
[ T |}

w

= [zeros(l,size (&,1)-2) b5l bel:
zeros(l,size(A,1)-2) bS2 be2]';

subs (B) 7
vpa (B, 3);
double (B) ;

womm
oo

%
C=1[10 0 zeros(l,size(a,1)-3) :
0 0 1 zeros(l,size(A,1)-3)1;

%
D = zeros(size(C,1l),size(B,2));

Figura 7: Modelo em Espaco de Estados Discreto.

L=
x1 ®2 ®3 x4 %5 =6
xl 0.95999 0.009994 Q 1.054e-05 -T7.887=-05 5.385e-08
®2 -0.01965 0.38989 a 0.002109 01574 1.614e-05
X3 5.59e-07 -8.53e-05 1 0.01 2.7962-05 T.654e-05
®4 0.0001&77 -0.0170& Q 1 0.005628 0.01528
x5 a a a a 0.8491 a
xe Q Q Q Q Q g.39
B =
ul u2
xl -2.631e-07 1.078e-10
xZ -T7.887e-05 4.308e-08
®3 9.29e-08 2.043e-07
X4 2.7962-05 €.123e-05
x5 0.009955 Q
®E a 0.00796
c=
xl =®Z X3 x4 RS X6
vl 1 Q Q Q Q Q
v2 a a 1 a a a
D=
ul uz
vl Q
vz 0 0

Sample time: 0.01 seconds
Discrete-time state-space model.

Adquirindo as matrizes que representam o modelo do
TRMS em espaco de estados continuo, esse modelo €
realizavel para o modelo de espaco de estados em tempo
discreto, onde ¢ utilizado um tempo de “discretizagem” de
0.01 segundos. Passando o modelo para o tempo discreto,
podemos manter a constante o tempo de amostragem do
sistema, permitindo a observacdo da resposta e o
comportamento que este controle fornece. O controlador,
dessa maneira, pode ser ajustado conforme as especificacdes.

B. Design do LQR

Referindo-se ao modelo do sistema em espago de estados
no tempo discreto, a funcdo DQLR ¢ aplicada no software.
Essa funcdo é capaz de selecionar 0 modelo discreto de um
sistema e aplicar o LQR para gerar os ganhos do controlador.
Essa fungdo requere um argumento inicial, sendo ele as
matrizes A e B do modelo da planta didatica e outras duas
matrizes diagonais. Essas matrizes (que recebem os nomes de
Q e R) sdo compostas por pesos e sdo responsaveis por refinar
o controle.

Figura 8: Processo para a Obtencdo do Controlador.

sys_1i = ss(A,B,C,D);
sys_id = c2d(sys_1i,Ts);

Ai=| eye (size (sys_id.C,1)) sys_id.C*sys_id.A;
zeros(size(sys_id.R,1),size(sys_id.C,1)) sys_id.h 1:
B i = [sys_id.C*sys_id.B ; sys id.Bl:
C i = [zeros(size(sys_id.C,1),size(sys_id.C,1)) sys_id.C ];
Qi=[1000000O0;
0100000 0;
0 0 0.00001 000 O O;
0001000 0;
0000100 0;
0000010 0;
00000010 ;
00000001]:;
R i = [1000 O;
0 1000];

[K i,5 i,E i] = dlgr(a i,B i,Q i,R i);

A Figura 8 detalha o cédigo para obtencgdo do controlador
utilizando o método LQR. A matriz Q esta relacionada aos
estados do sistema, ela é ajustada modificando os valores
significativos dos pesos, conforme a necessidade observada
durante o processo. A matriz R esta conectada com as entradas
do modelo, onde é notavel que a matriz estd com 0s mesmos
pesos em sua diagonal — justificado, pois ndo houve a
necessidade de se dar mais peso, ou modificar o seu valor, para
relacionar com a entrada do sistema.

As matrizes utilizadas como argumento de entrada para a
funcdo DQLR estdo na forma de matrizes aumentadas. As
dimensdes foram alteradas por meio do método de estados
aumentados, recebendo assim dois novos estados no sistema,
onde ha um estado para cada integrador presente nas entradas
do sistema.

Nas Figuras 9 e 10, estdo visiveis as respostas retornadas
pelo uso da funcdo DQLR.

Figura 9: Ganhos do Controle

0.0880 -3.8250

g 3.6348 2.3123
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2
3.9959 3.9682 0.9

A varidvel K_i é um vetor de duas linhas e oito colunas que
indica os ganhos utilizados para o controle. Cada linha se
refere a uma entrada do sistema e cada coluna a um estado do
modelo, onde as duas primeiras colunas sdo para os estados



aumentados e as outras seis colunas se referem aos estados
iniciais do modelo.

Figura 10: Polos do Sistema

E i=
0.95535 + 0.01821i
0.858535 - 0.01821i
0.%8366 + 0.00371i
0.%866 - 0.00374i
0.5884 + 0.00711
0.5884 - 0.00711
0.9939 + 0.01061
0.9939 - 0.01061

A variavel E_i representa um ponto interessante do método
LQR. Esse ponto é formado pelos polos do sistema em malha
fechada, garantindo que o sistema sera estavel.

C. Interface do Controle

A planta TRMS foi readaptada para funcionar com diversas
técnicas de controle utilizando apenas uma interface criada no
Simulink e a plataforma Arduino. Essas adaptac6es se ddo para
adquirir dados de sensores, provenientes dos encoders vertical
e horizontal, e enviar dados como o sinal PWM para 0s
motores presentes nas hélices do TRMS.

A Figura 11 exibe a interface de controle implementada no
Simulink.

Figura 11: Representagdo da Interface do Controle

Nessa interface, o usuério fornece inicialmente os valores
de pontos de operacdo (setpoint) no sistema, sendo eles: os
angulos Psi (referente ao movimento vertical do TRMS) e Phi
(referente a0 movimento horizontal). Sequencialmente, o
controle do sistema é acionado, coletando essas informagcdes e
jogando-as para os motores do TRMS, através de um sinal
PWM que controla a velocidade e o sentido de giro de cada
motor.

Os encoders presentes nas torres do TRMS enviam a
posicdo em que cada hélice se encontra, e a informacdo
coletada € convertida para radianos - devido aos angulos do

modelo original do TRMS estarem nessa unidade de medida -
e enviada ao observador de estados.

O observador de estados fara a comparacao entre a saida
do modelo tedrico e do modelo fisico do TRMS, gerando um
sinal de erro entre os modelos. O sinal gerado ajusta os estados
do sistema para que 0s mesmos sejam 0 mais proximo possivel
do tedrico, reduzindo o sinal de erro ao maximo. Os estados
estimados (estados resultantes) sdo enviados para a
realimentacdo que contém os ganhos obtidos pelo método
LQR.

Consequentemente, essa informacdo é comparada com o
setpoint, gerando assim o erro do sistema. O processo se repete
initerruptamente até que o erro do sistema tenda a ser nulo ou
0 mais préximo de zero.

IV. RESULTADOS E DISCUSSOES

Para a validacdo do sistema, foram executados testes na
planta com os angulos de saida do sensoriamento pelos
encoders, além de observar se a mesma seguiria o setpoint
proposto. A Figura 12 expressa 0s sinais obtidos com a
implementacdo do controlador pelo método LQR a planta
didatica TRMS.

Figura 12: SetPoint e Angulos de Saida do TRMS
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Uma consideracdo a ser feita a partir dos resultados obtidos,
é sobre o acoplamento presente entre os angulos dos eixos
vertical e horizontal. Através do controlador projetado, no
momento em que hd a mudanca de setpoint de uma das
variaveis, ambas as saidas reagirdo a variagdo gerada no erro
de realimentacdo. Para esse sistema de controle, a
interferéncia do angulo psi no angulo phi é consideravelmente
maior que o inverso. Neste caso, 0 comportamento observado
nos sinais de saida, no momento da mudanga de setpoint da
variavel psi, é a variacdo do angulo phi a uma regido fora do
seu setpoint at¢é o momento em que o angulo psi atinge o
regime permanente. Neste instante, o controlador forca o
angulo phi a retornar ao seu estado anterior em regime
permanente.

Esse efeito descrito pode ser observado na Figura 13.



Figura 13: Interferéncia nos Motores
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Em relacdo ao controle, nota-se necessario o uso de um
observador de estados para obter uma resposta com um
comportamento semelhante e mais fiel do sistema.
Originalmente, 0 TRMS possuia tacdmetros em seus motores
que fazem o sensoriamento da velocidade, porém na planta
real que foi desenvolvido esse projeto, 0S mMesmos se
encontram queimados.

Figura 14: Observador de Estados Implementado
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Quando o sistema fisico possui estados ndo mensuraveis
(por um motivo indefinido) e tem-se um modelo teérico da
planta, o observador faz a comparacdo entre esses modelos e
compensa as informacdes que ndo estdo presentes no modelo
fisico. Sendo assim, o observador de estados se comporta de
maneira bastante eficaz, justificando seu uso.

V. CONCLUSOES

O objetivo do artigo foi atingido com sucesso, ja que o
design do controlador projetado pelo método de otimizagéo,
utilizando um controlador LQR aplicado a uma planta didatica
Twin Rotor MIMO System (TRMS) foi demonstrado e
comprovado o seu funcionamento, executando uma boa
performance.

Conclui-se que controlador LQR em relacdo a atividade
que lhe é imposta, é capaz de garantir um bom desempenho e
manter o sistema estavel em malha fechada. O método de
otimizacgdo, através do ajuste das matrizes Q e R, procura
e/busca o fornecimento de uma solucdo 6tima as equacgdes
diferenciais do sistema.

O sistema, por fim, apresentou-se controlavel e com
variacfes ndo comprometedoras, gerando possibilidades para
trabalhos futuros melhoria e/ou aprimoramento do controle
obtido, de modo a deixar mais imperceptiveis as variacdes
existentes, ou ainda, ha aplicacBes de outros possiveis
métodos e projetos de controladores.
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