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Resumo — Este artigo tem como objetivo a investigacao
e andlise matematica da equagdo tedrica da poténcia
disponivel em um sistema mecénico elementar de um grau
de liberdade, com vistas no aproveitamento, a posteriori,
da energia de vibragdes em sistemas com transdutores
piezelétricos acoplados a circuitos eletronicos para
colheita de energia. A partir da literatura correlata, o
trabalho tem como enfoque a deducdo detalhada da
expressdo da poténcia mecanica disponivel, estabelecendo
referencial para a analise do comportamento em
frequéncia, fundamental para o desenvolvimento do
sistema eletrénico que sera projetado na etapa posterior
do projeto de pesquisa do qual o presente trabalho faz
parte.

Palavras-Chave — modelagem matematica, materiais
piezelétricos, colheita de energia, energia de vibragdes.

INVESTIGATION OF THE EQUATION OF
THE POWER OF A MECHANICAL SYSTEM
FOR THE VIBRATION ENERGY
HARVESTING.

Abstract - The objective of this article is to investigate
and analyze the theoretical equation of power available in
an elementary mechanical system of one degree of
freedom, aiming to the subsequent use of vibration energy
in systems with piezoelectric transducers coupled to
electronic circuits for harvesting power. From the related
literature, the work focuses on the detailed deduction of
the expression of available mechanical power, establishing
a reference for the analysis of its frequency behavior,
fundamental for the development of the electronic system
that will be projected in the next stage of the research
project, of which the present work is related.
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I. INTRODUCAO

Através da crescente demanda que existe por parte da
industria e do grande nimero de pesquisas do meio académico
por fontes alternativas, hoje a area de geracdo de energia
elétrica conhecida por power harvesting, que consiste na
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colheita da energia ambiente, esta em evidéncia [1][2]. O
surgimento destas recentes fontes alternativas culminou no*
aparecimento de diversos setores que em outros momentos
ndo conseguiram se desenvolver, haja vista que existiam
fontes que sob o ponto de vista da viabilidade ndo eram
aplicaveis [3]. Neste aspecto, o conceito de power harvesting
¢ muito amplo e explora diversas formas de energia
disponiveis no ambiente, apoiado nos diversos materiais com
efeito de transdugéo em diferentes formas de energia. Alguns
exemplos dessas energias disponiveis para transducdo s&o:

e Energia luminosa, como a disponivel pelo sol.

o Energia dos gradientes de temperatura.

e Energia de irradiacdo eletromagnética.

o Energia cinética.

No caso da energia solar, a transducéo pode ser realizada
através do efeito seebeck, que consiste na conversao direta da
diferenca de temperatura em tensdo elétrica. J& em grandes
centros urbanos, uma fonte de energia ambiente a ser
explorada sdo as ondas de rédio e televisdo, via transdugdo
eletromagnética. Para o aproveitamento da energia cinética,
disponivel na forma de vibragdo em estruturas, edificios, ou
mesmo em ambientes domiciliares, existe a colheita de
energia via piezeletricidade, que é o foco do presente projeto.

Este Gltimo efeito acontece devido a uma carateristica que
alguns materiais tem em sua natureza. Quando se aplica uma
deformagdo mecénica sobre os tais materiais, o resultado final
¢ 0 aparecimento de uma tensao elétrica ndo-nula, ou quando
existe uma tensdo elétrica o material se deforma. Isso deve-se
ao comportamento das cargas quando estdo submetidas a um
estresse mecanico, que reagem espacialmente de tal forma que
cargas positivas e negativas se separam [5]. Este fenbmeno
recebe o0 nome de efeito piezelétrico.

Através do efeito piezelétrico, o presente trabalho tem como
foco o aproveitamento da energia de deformacéo disponivel
na forma de vibragdo (energia cinética) de sistema mecéanico a
ser apresentado. Para tal, baseando-se nos trabalhos de [3] e
[4], as equacBes elementares de dindmica serdo investigadas
a fim de se modelar a poténcia mecénica tedrica disponivel,
sendo esse um trabalho essencial para a modelagem do
comportamento das grandezas elétricas mediante acoplamento
eletromecénico entre a estrutura hospedeira e a pastilha
piezelétrica, bem como para o desenvolvimento do sistema
eletronico que serd projetado na préxima etapa do projeto.



Il. MODELAGEM DO PROBLEMA MECANICO

O aparato mecénico apresentado na Figura 1, composto por
sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade
(movimenta-se apenas na direcdo vertical), instalado em uma
armacdo que € excitado por uma vibracdo externa dada pela
funcdo y(¢) = Y sin(wt). Segundo o trabalho de [3], a energia
que sera entregue para 0 amortecedor pode ser entendida como
aquela a ser aproveitada para a transducéo eletromecéanica em
uma pastilha piezelétrica, haja visto que a pastilha introduzira
amortecimento analogo ao desse elemento [6]. Para
equacionar o montante da energia disponivel no amortecedor
é necessario encontrar as equagdes que regem a dindmica da
massa m, tal como a equacéo da sua posicao z(t) em relagéo
ao aparato e a forca resultante sobre a mesma.

Fig. 1. Sistema mecanico massa, mola e amortecedor.

Fonte: Adaptado de [4].

Da dinamica de corpos, a resultante de todas as forcas na
massa m dada pela equagéo:

mi+cx—y)+k(x—y)=0 @

Uma vez que o deslocamento relativo da massa m é dado
por:

z(t) = x(t) — y(¢) (2)
Substituindo (2) em (1)
mzZ+cz+ kz = —my 3)

Aplicando-se a transformada de Laplace na Equacéao (3),
com condigdes iniciais nula, tem-se no dominio da frequéncia:

mS2Z(s) + ¢SZ(s) + kZ(s) = —mS?Y(s) 4)

Para o termo

G =73 (5)

Aplicando (5) em (4) obtém-se

. (6)
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G(s) é um nimero complexo que multiplicado por Y(s)
resultara em Z(s). Aplicando a transformada inversa:

Z(t) _ w?Y sin(wt—¢) (7)

2

() +(52)°

Tal que ¢

?= tan™" (k—wzm) (8)
E a funcdo z(t) é a posicdo da massa m em relagdo ao
aparato.
A partir da analise da Equacdo (7) pode ser facilmente

provado que o valor madximo da posicéo relativa z(t) é atingido
quando w = /k/m . Para este valor de frequéncia angular, a
massa passa a oscilar com os méximos valores possiveis de
amplitude. Tal fendmeno é denominado ressonéncia e é
comumente observado na natureza. O fendmeno da
ressonancia possui inimeras aplicagdes seja em engenharia ou
até mesmo na area da medicina. Em alguns casos a
ressonancia é responsavel pela danificagdo de estruturas e
construcdes, uma vez que 0 COrpo que entra em ressonancia
passa a vibrar com uma frequéncia especifica e com maximos
valores de pico. Para o efeito piezelétrico a ressonancia ndo é
interessante em alguns casos, conforme relata [5], j& que o
material piezelétrico é de natureza ceramica, que ndo pode ser
submetida a grandes amplitudes de deformacéo.

I11. EQUACAO DE POTENCIA

Conforme o trabalho [8], a poténcia mecénica na massa m
pode ser calculada pelo produto da forca e velocidade:

p(t) = —myly + 7] ©)

Impondo-se um deslocamento y(z) = Y sin(wt+¢) No aparato
e aplicando a Equagdo (7) em (9), ap6s algumas simplificacdes
tem-se:

p(t) = "L sin(2wt — 29) |1+ (10)

\/<:;wz>2+<asf‘

Apds mudanga de varidveis para anular a fase e aplicando
a transformada de Laplace na Equacéo (10), tem-se:

my?w3 2w w?
22 |14+ —L
2 (52+4w2) l (%—w2)2+(%)2‘

Substituindo s=jw na Equacdo (11) e, seguindo o0s
trabalhos [8] e [9], que eliminam o tendéncia oriunda da
frequéncia cbica no denominador, bem como o deslocamento
dado pelo termo unitario, tem-se:

P(s) = (11)

myZw

P(w) = (12)

3J(m%—w2)2+412 w2 w?



Uma vez que T = ¢/2mw, é o fator de amortecimento
representado fisicamente pelo transdutor piezelétrico. Para
w = wn = /k/m , aEquacdo (12) torna-se:

my?

P= (13)

6TwWy

Esse é 0 caso em que o0 sistema entra em ressonancia.
IV. ANALISE DA EQUACAO DE POTENCIA

Observando a Figura 2 e realizando andlise qualitativa do
aspecto das curvas obtidas, uma vez que as mesmas foram
obtidas a partir de valores unitérios atribuidos aos parametros
Eq.(12), pode-se inferir que para situacfes nas quais a
frequéncia de perturbacdo estd estagnada em torno de um
valor fixo é interessante reduzir o maximo possivel o fator de
amortecimento, respeitando-se as limitagcdes fisicas do
gerador para obter-se a maxima poténcia elétrica. No entanto,
uma vez que a frequéncia de excitagdo varie muito,
especialmente em frequéncias maiores, valores de fator de
amortecimento altos tornam-se interessantes para garantir um
nivel de poténcia disponivel quase constante [2]. Observando
a figura 2, nota-se que o pico de poténcia de 0,8W, que ocorre
para 1lrad/s enquadra-se no valor previsto pelo trabalho [10],
que possibilita aplicagdes de baixissimo consumo de poténcia,
tais como redes de sensores sem fio para grandezas
elementares para automacéo [11].

Fig. 2. Poténcia em funcéo da frequéncia para diferentes
valores de amortecimento.
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Assim, como foi mostrado no item anterior, a estrutura
transdutora opera em sua “capacidade maxima” para um valor
de frequéncia igual a frequéncia de ressonancia do sistema,
conforme deduzido na Equacdo (13). De acordo com essa
equacdo, a poténcia é inversamente proporcional ao fator de
amortecimento 7. A principio, teoricamente, se o0
amortecimento fosse reduzido a zero, seria possivel obter
poténcia infinita, o que na pratica ndo € factivel [12], uma vez
gue em sistemas mecénicos reais existe sempre o
amortecimento intrinseco ao material [13], denominado
amortecimento estrutural [14]. Assim, sempre existe um nivel

de amortecimento estrutural [15], o que implica na pratica em
possibilidade de geragdo finita de energia conforme [5]. Além
disso, o amortecimento regula as limitagbes fisicas que
existem no gerador, pois a massa, por exemplo, oscilaria de
forma destrutiva quando fora das especificagdes (e préximo
da frequéncia de ressonancia) [15]. E nesse sentido que €
importante no momento da elaboracdo de um gerador
transdutor piezelétrico considerar quais serdo os valores de
amortecimento que maximizarao a poténcia elétrica gerada, no
entanto respeitando as limitacfes fisicas do projeto [9]. A
frequéncia de operacdo e o amortecimento do gerador devem
ser projetadas dependendo da aplicacdo tendo em vista que
uma parte da poténcia mecéanica e elétrica é perdida na
estrutura do gerador por atrito interno, amortecimento pela
resisténcia do ar e por efeito joule dissipando energia no
ambiente na forma de calor.

V. CONCLUSOES

Para o sistema mecénico apresentado anteriormente, assim
como para outros que apresentam a mesma configuracdo de
oscilagio e que podem ser modelados por equagdes
semelhantes, o transdutor piezelétrico pode ser modelado
mecanicamente como um amortecedor que ira coletar a
poténcia disponibilizada pelo sistema mecanico convertendo-
a em poténcia elétrica.

Assim como foi abordado no item anterior, a estrutura
hospedeira que ira fornecer poténcia mecanica para
transducdo precisa vibrar com um valor de frequéncia
conhecido e maior possivel dentro dos limites das
especifica¢fes do hospedeiro. Para o sistema em ressonancia,
uma outra analise cabivel esta no valor de amortecimento que
0 sistema mecénico precisa apresentar. De acordo com a
Equacéo (13), quanto menor o valor de amortecimento do
sistema maior serd o valor da poténcia disponivel. No entanto,
tal afirmativa ndo € veridica pois a massa ndo tem um espago
ilimitado para transladar e existem valores de amortecimento
gue sdo impossiveis de anular como a resisténcia do ar, por
exemplo.

Frente ao exposto, deve-se acrescentar que os geradores
piezelétricos apresentam algumas vantagens em relacdo as
fontes de baixa poténcia convencionais disponiveis no
mercado elas:

e Vantagens sobre baterias, pois as mesmas tém um
consideravel volume, vida atil muito curta e
desgastam-se muito rapido.

e Aproveitamento de energia despedicada no
ambiente, j4 que a poténcia produzida que sera
consumida pela carga é integralmente coletada
localmente.

e Em pequenas cargas instaladas em lugares remotos
de dificil acesso para manuten¢do, onde a demanda
elétrica pode ser atendida por um transdutor
piezelétrico.
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